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Ueber die mechanischen Grundsätze und die mathematische 


Entwickelungsform Newton’s 
in seinem Werke: 


„philosophiae naturalis principia mathematica“. 


In dem langen, fast zwei Jahrtausende umfassenden 
Zeitraum, der zwischen dem Leben des Archimedes und 
- Gallilei’s liegt, hatte die Mechanik und die auf dieselbe 
sich gründende theoretische Naturforschung Iast gar keine 
Fortschritte gemacht. Erst Gallilei trat den verworrenen, 
seit Aristoteles geltenden Vorstellungen von der Be- 
wegung und den Kräften entgegen und stellte den durch 
Beobachtung gewonnenen Hauptsatz der Mechanik auf, 
welcher unter dem Namen des Trägheitsgesetzes bekannt 
ist. Die Anwendung dieses Grundsatzes ermöglichte sofort 
die Bestimmung der Bewegung von Körpern, welche der 
konstanten Kraft der Schwere unterworfen sind. 

Diese Untersuchungen Gallilei’s sind mit Recht als 
die Anfänge der: neueren Mechanik bezeichnet worden, denn 
durch dieselben wurde zum ersten Mal klar gelegt, dass die 
Erkenntniss der Naturvorgänge nicht durch das Frfinden 
komplicirter Hypothesen, sondern durch genaue Beobach- 
tung, nicht durch vages Philosophiren, sondern durch mathe- 
matisches Rechnen gefördert werde. 

Jedoch verschaffte sich diese Art der Naturforschung 
nicht sofort die gebührende Würdigung und blieb nicht 
ohne Anfechtung. War doch selbst Kartesius, Gallilei’s 
jüngerer Zeitgenosse, der Begründer der analytischen Geome- 
trie, so weit entfernt, auf der von Gallilei gelegten Grund- 
lage weiter zu bauen, dass er nicht anstand, Gallilei’s Ver- 
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fahrungsart im Allgemeinen zu verwerfen, weil derselbe 
wohl einzelne Wirkungen, nicht aber die Ursachen der 
Natur betrachte, z. B. von der Schwere spreche, ohne vor- 
her zu bestimmen, was die Schwere sei. 

Diese Ansicht des Kartesius, nach welcher die Lehren 
der Mechanik ebenso wie die der Metaphysik aus Begriffen, 
gleichsam aus einem obersten Satz heraus deducirt werden 
sollten, wurde von seinen zahlreichen Schülern vielfach ver- 
breitet und beherrschte mit wenigen Ausnahmen die Geister 
so lange, bis Newton mit seinen Untersuchungen hervortrat, 
und der Methode Gallilei’s folgend, die höchsten Probleme, 
welche von jeher die Wissenschaft beschäftigt hatten, die 
Bewegungen der Planeten erklären koennte. 

Newton enthält sich in seinen Forschungen jeder meta- 
physischen Speculation, sondern geht den sichern Weg des 
Physikers, der erst die Erscheinungen in ihren Einzelheiten 
kennen zu lernen strebt, und aus solchen Beobachtungen 
allgemeine Gesetze abstrahirt, die dann auch, wenn sie all- 
gemein gültig sein sollen, alle übrigen Erscheinungen ähn- 
licher Art erklären müssen. Seine Forschungsmethode und 
die grossen Entdeckungen, welche er mit ihrer Hilfe machte, 
waren nicht allein auf die theoretische Naturforschung, son- 
dern auf jede Art des menschlichen Erkennens vom grössten 
Einfluss. Denn durch diese scharfe Betrachtung des That- 
sächlichen und durch das Bestreben, die Veränderungen, 
welche sich in demselben vollziehen, streng zu bestimmen 
und zu messen, bildete sich überhaupt ein schärferes und 
bestimmteres Kausalitätsbedürfniss heraus. Man hörte all- 
mälig auf, seelische Eigenschaften auf aussermenschliche 
Dinge zu übertragen und statt von dunkelen, geisterhaften 
Mächten zu träumen, welche nach der vulgären Vorstellung 
der Zeit vorzüglich in den Naturvorgängen wirksam waren, 
fing man auch in weiteren Kreisen an, nach bestimmteren 
mechanischen Gesetzen zwischen Ursache und Wirkung zu 
suchen. 

Und dieselbe Gesetzmässigkeit, welche sich in der Natur 
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zeigte, strebte man dann allmälig auch in den Erscheinungen 
und Thätigkeiten der menschlichen Seele selbst zu erforschen. 

Das Hauptwerk Newtons, „philosophiae naturalis prin- 
cipia mathematica“ betitelt, erschien zum ersten Male 1686. 
In demselben liegen die Wurzeln fast aller Probleme der 
theorethischen Physik, welche in der Folge die Mathematiker 
beschäftigt haben, und an deren Bearbeitung vorzüglich die 
neue Analysis sich ausbildete. 

Es soll nun versucht werden, die Hauptmomente der 
Newton’schen Verfahrungsart darzulegen, und zwar wird 
zunächst über die allgemeinen mechanischen Principien, 
welche den Newton’schen Entwickelungen zu Grunde liegen, 
und dann über die Eigenthümlichkeiten seiner mathe- 
matischen Behandlungsweise gesprochen werden. 

Die Axioma oder Gesetze der Bewegung treten bei 
Newton nicht als durch inductives Denken gefundene Eigen- 
schaften der Materie, sondern als aus Beobachtungen und 
Versuchen resultirende Erfahrungsthatsachen auf. 

Das erste Gesetz lautet folgendermassen: 

„Jeder Körper beharrt in seinem Zustand der Ruhe 
oder der gleichförmigen geradlinigen Bewegung, wenn 
er nicht durch einwirkende Kräfte gezwungen wird, seinen 
Zustand zu ändern.“ 

In dem Commentar hierzu weist Newton auf die Ge- 
schosse hin, die in ihrer Bewegung verharren, wofern sie 
nicht durch den Widerstand der Luft verzögert und durch 
die Kraft der Schwere abgelenkt werden. Nach diesem 
Gesetz wird also die Bewegung als eine den Körpern an- 
haftende Eigenschaft, wie z. B. die Ausdehnung, aufgefasst 
und durch zwei Factoren, die Geschwindigkeit und die Rich- 
tung bestimmt gedacht. Bleiben diese Factoren stets un- 
verändert, so liegt auch kein Grund vor, nach einer ein- 
wirkenden Kraft zu forschen. Es steht diese Auffassung im 
Gegensatz zu den Lehren der Aristoteleschen Philosophen, 
welche die gleichförmige Kreisbewegung als die vollkom- 
menste und einfachste ansahen. Jedoch mit Unrecht. Denn 
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um die Bewegung eines Körpers von einem bestinmten 
Punkt im Raume aus festzusetzen, müssten nach der letz- 
teren Vorstellung folgende Elemente gegeben sein: erstens 
die Krümmung des Kreises, zweitens die Geschwindigkeit, 
mit der sich der Körper im Kreise bewegt, drittens müsste 
aber auch über die Lage des Kreises ım Raume, oder, was 
dasselbe ist, über die Richtung des Körpers im ersten Mo- 
ment seiner Bewegung eine Bestimmung getroffen sein. — 
Es ist also die Newton’sche Vorstellung die einfachere; 
nach derselben würde die gleichförmige Kreisbewegung als 
aus einer einfachen Beharrungsgeschwindigkeit und der 
Einwirkung einer Centripetaikraft entstanden, gedacht 
werden. 

Im innigen Zusammenhang mit dem ersteren steht das 
zweite Gesetz, welches lautet: 

„Die Aenderung der Bewegung ist der einwirkenden 
Kraft proportional und geschieht nach der Richtung 
derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft 
wirkt.“ 

Gab uns das erste Gesetz eine Definition, so giebt das 
zweite ein Maass der Kraft. Beide sind, wenn auch weniger 
bestimmt ausgesprochen, schon Gallilei bekannt, der mit 
ihrer Hilfe die Gesetze des Falles und die Bahn geworfener 
Körper bestimmte. Bei Behandlung des letzteren Problems 
findet sich auch schon bei Gallilei, wenn auch nur im 
ersten Entwickelungsstadium, die Idee des Grundsatzes der 
Statik, welcher bei Newton zwar erst im ersten Zusatz 
zum dritten Gesetz auftritt, aber eigentlich schon in den 
Bereich des zweiten gehört. Da dieser unter dem Namen 
des „Parallelogramms der Kräfte“ bekannte Satz späterhin 
insofern Anlass zur Frörterung gegeben hat, dass Einige 
glaubten, ihn als Grundsatz hinstellen zu müssen, während 
Andere ihn als eines Beweises für bedürftig erklärten, so 
ist die Form, in der er zuerst vollkommen klar und be- 
stimmt auftritt, nicht ohne Interesse. Newton sucht den 
Satz folgendermassen zu begründen: 
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A B Auf A wirkt eine Kraft M, welche 
allein wirkend in einer bestimmten Zeit 
A nach B bringen würde, ebenso sei 
N eine zweite Kraft, welche in dersel- 
c D ben Zeit A nach © ziehen würde; wir- 
ken beide zusammen, so wird die Kraft N, welche längs 
AC parallel BD wirkt, die Geschwindigkeit, mit welcher 
die Kraft M den Körper der Linie BD nähert, nicht 
ändern; d. h. der Körper wird nach Ablauf derselben 
Zeit, in welcher M allein wirkend ihn nach B gebracht 
hätte, sich irgend wo auf BD befinden. Auf dieselbe 
Weise folgt, dass er nach Ablauf derselben Zeit sich 
irgendwo auf CD befinden muss, folglich wird der Durch- 
schnittspunkt D sein Ort sein. Es beruht dieser Beweis auf 
dem Begriff der Kraft, wie diese im zweiten Gesetz bestimmt 
ist, ist aber im Grunde nichts Anderes, als eine Zurück- 
führung des Parallelogramms der Kräfte auf das Parallelo- 
gramm der Geschwindigkeiten; denn die Annahme, dass der 
Körper im Besitz einer bestimmten Geschwindigkeit in der- 
selben Zeit auf BD ankommt, mag er noch eine Geschwin- 
digkeit parallel BD haben oder nicht, ist eben nichts An- 
deres, als eine Vorausnahme des Gesetzes vom Parallelo- 
gramm der Geschwindigkeiten. 

Newton hat wohl auch weniger die Absicht, einen 
strengen Beweis zu geben, denn, wie schon oben bemerkt, 
kommt es ihm bei der Feststellung der Grundbegriffe weniger 
auf die mathematische Entwickelung, als auf die Ueberein- 
stimmung mit den Beobachtungen an. Um also das Gesetz 
der Zusammensetzung der Kräfte zu fundiren, wird man 
das Parallelogramm der Kräfte selber als Grundsatz hin- 
stellen, oder einen noch augenscheinlicher wahren Satz, 
z. B. den, dass sich ein Körper unter Einwirkung zweier 
gleicher Kräfte auf der Halbirungslinie des eingeschlossenen 
Winkels bewegt, als Axiom annehmen müssen, von welchem 
aus dann die Verallgemeinerung zu erschliessen ist. 

Das dritte Gesetz, welches -in ähnlicher Form, wie 
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Newton selbst mittheilt, fast zu derselben Zeit von Wallis, 
Wren und Hyghens bei dem Zusammenstossen und dem 
Zurückwerfen zweier Körper benutzt ist, wird folgender- 
massen ausgesprochen: „Die Wirkung ist stets der Gegen- 
wirkung gleich, oder die Wirkungen zweier Körper aufein- 
ander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung,“ 
Es ist dieses Gesetz, obwohl in den späteren Bearbeitungen 
der Mechanik häufig gänzlich vernachlässigt, dennoch von 
grosser Bedeutung, da in dieser einfachen und klaren Natur- 
thatsache die Wurzel mehrerer Principien liegt, welche in 
der Mechanik eine grosse Wichtigkeit erlangt haben. Es 
ist in der That nur nöthig, dieses Gesetz analytisch auszu- 
drücken, um zu zwei wesentlichen Folgerungen zu gelangen. 
Denkt man sich nämlich ein System von Massenpunkten 
a, b, c etc. mit den Massen | 


ma, mb, Mc 
und den rechtwinkligen Coordinaten 
xa Ya Za, Xb Yb Zb, 


so wird nach unserm Gesetz die Kraft, welche a aufb, c etc. 
ausübt, gleich und entgegengesetzt derjenigen sein, welche 
b, c etc. auf a ausüben. Bezeichnet man also mit X YZ 
und den entsprechenden Indices a, b, c etc. die parallel 
den Achsen genommenen Kraftcomponenten, so wird: 


Xa—= Xp + Xac + Xada+ — — 
Xb—= Xp + be + Xp + — — 
X =Xa tip + 0a + — — 


und da nach dem vorliegenden Gesetz 


Xab —= — Xba 
ac = — oa 


® 


$) 


sind, so wird die Summe aller auf alle Punkte wirkenden 
X-Componenten verschwinden, also: 


Xa + Xp + Xe -—- =2x=0. 
Ebenso ergiebt sich 
DR PTR NN 


Für jeden Punkt gilt nun die Gleichung 


d’xa 

ma dt? = Xa 
d’ya 

Da 
d’za 

ma dt ==: Za. 


Summirt man über alle Punkte, so hat man 


(m 9e)=0 

> (mı 5) 0 
x(ma Ze) =0 oder 
lm m =. 
jalzmr =0 
| mm |=0 


10 
Durch zweimalige Integration folgt: 


S_mxa—=A- At 
Sm2zraA=6& E= un 
wo A, A etc. durch den Anfangszustand des Systems gegebene 


Constanten bezeichnen. Bestimmt man also die Coordinaten 
eines Punktes tr, Y, 3 durch die Gleichungen 


2 Ma Xa 
Sma 


= 


= ma ya 
2 ma 


S 
| 


> Ma Za 
84 ma 


ö 


so werden die Bewegungsgleichungen für diesen Punkt, wenn 
man sich die Gesammtmasse N ma = M in demselben ver- 
einigt denkt, die Gestalt annehmen: 


da oo 
2 
d? ' 
Merl 
da 
M.—=0 


Dieser Punkt wird also in gegebener geradliniger Bahn 
ohne Beschleunigung fortgehen. Dieser Punkt, welcher zuerst 
bei der Betrachtung der Schwere den Mathematikern aufstiess, 
wird der Schwerpunkt, der Satz, welcher in jenen Gleichungen 
liegt, das Princip der Erhaltung des Schwerpunktes genannt. 
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Er findet sich als Corollar zum dritten Gesetz und wird 
von Newton, wenn auch äusserlich in etwas anderer Form, 
doch demselben Gedankengange folgend, abgeleitet. 

Die Kräfte, welche im vorliegenden System wirken, 
sollen innere, d. h. solche sein, die nicht von äusseren 
Ursachen herrühren, sondern unter den Massenpunkten 
selber als Functionen der Entfernungen wirken. Es wird 
dies bei allgemeiner Betrachtung der Naturkräfte keine 
wesentliche Beschränkung sein, denn im Allgemeinen werden 
alle Naturvorgänge als in solchen Massensystemen sich voll- 
ziehend zu denken sein. 

Eine zweite Folgerung aus jenem dritten Gesetz führt 
zu dem Princip der Flächen oder der Erhaltung der 
Rotationsmomente; dieses ist aber von Newton selbst nicht 
allgemein aufgestellt, sondern tritt bei ihm nur für den 
besondern Fall der Centripetalkräfte auf. Man kann es 
aber leicht in folgender Weise aus unserm Gesetze ab- 
leiten. 

Denkt man sich in einem System von Massenpunkten 
die Kräfte als Functionen der Entfernung und zerlegt die- 
selben durch Multiplication mit den Richtungskosinussen 
nach drei aufeinander senkrechten Axen, so kann man 
leicht, wenn man die vorigen Bezeichnungen festhält, fol- 
gende Formeln beweisen: 


Zma(yaXa — xa Ya) =0O 
ma (za Ya — yaZ)=0O 
Z ma (xa Za — zaXa)=0O 


Setzt man nun für Xa 


so erhält man: 
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oder nach einmaliger Integration 


> ma (7a Er ya =6 
dza dxa 
ma (za ae 


In diesen drei Formeln liegt der bekannte Satz, dass 
die Summe. der Flächenräume, welche ein die Massenpunkte 
mit einem beliebigen Ursprung verbindender Radiusvector 
beschreibt, der Zeit proportional ist. 

Dies sind diejenigen Principien, welche direct in den 
Newton’schen Bewegungsgesetzen enthalten sind und deren 
spätere analytisch genauere Formulirung eine Erweiterung 
‘des Fundaments der Mechanik eigentlich nicht genannt 
werden kann. Es bleibt nun noch übrig, um die Vollständig- 
keit des Newton’schen Systems zu prüfen, diejenigen Prin- 
cipien, welche nach Newton für die Entwickelung der 
Mechanik von Bedeutung gewesen sind, seinen Gesetzen 
gegenüber zu stellen und besonders zuzusehen, welche neue 
fundamentale Einsichten zu seinen Gesetzen hinzugekommen 
sind. Um aber dies beurtheilen zu können, wird man vor 
Allem auf eine Stelle am Schluss der Anmerkung zum dritten 
Gesetz Gewicht zu legen haben. Dieselbe lautet: „Wenn die 
Wirkung eines Agens nach seiner Grösse und Geschwindigkeit 
vereint abgeschätzt wird, und ebenso die Gegenwirkung des 
Widerstandes nach der Geschwindigkeit seiner Theile und 
den Grössen des Widerstandes, welche aus der Reibung, 
der Cohäsion, dem Gewicht und der Beschleunigung ent- 
stehen, bemessen wird, so werden bei jedem Gebrauch der 
Maschinen die Wirkung und die Gegenwirkung einander 
gleich sein.“ | 

Unter Geschwindigkeit einer Kraft oder eines Wider- 
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standes ist hier die nach Richtung der Kraft genommene 
Componente der Geschwindigkeit des Angrifispunkts zu ver- 
stehen. 

Ueberträgt man diesen Ausspruch von dem specielleren 
Begriff der Maschinen auf ein beliebiges System von Massen- 
punkten, welche unter sich durch irgend welche Bedingungen 
verbunden sind, so wird er besagen, dass die Gegenwirkung 
eines materiellen Punktes gegen eine Beschleunigung gleich 
und entgegengesetzt der Resultante der. auf ihn wirkenden 
Kräfte ist, oder mit andern Worten: Alle Kräfte des Systems 
bilden im Verein mit den Gegenwirkungen der einzelnen 
Punkte gegen eine Beschleunigung für jeden Punkt ein 
System, welches sich im Gleichgewicht befindet. In dieser 
Form wurde dieser Grundsatz zuerst von d’Alembert aus- 
gesprochen und in analytische Form gebracht, dazu benutzt, 
für jedes Problem der Mechanik die Bewegungsgleichungen 
zu formuliren. 

Hiernach könnte es nun scheinen, als ob durch das 
d’Alembert’sche Princip etwas wesentlich Neues zu dem 
Newton’schen System nicht hinzugekommen wäre. Um 
diese Frage zu beantworten, und zugleich ein Beispiel zu 
geben, in welcher Weise Newton seine Principien an- 
wendet, wird es zweckmässig sein, auf ein Problem einzu- 
gehen, welches von Newton und auch von d’Alembert 
behandelt worden ist, auf die Präcession der Aequinoctien. 

Als den Grund dieser schon im Alterthum bekannten 
Erscheinung, erkennt Newton richtig die ungleichförmige 
Anziehung der Sonne und des Mondes auf die Erde in Folge 
der am Aequator aufgehäuften Materie. Die Grösse der 
aus der Wirkung der Sonne entspringenden Bewegung der 
Durchschnittspunkte des Aequators mit der Ekliptik sucht 
er dann durch eine Reihe eigenthümlicher,: aber höchst 
scharfsinnig combinirter Schlüsse zu bestimmen. In der 
Theorie der Mondbewegung hat er das jährliche Rückwärts- 
schreiten der Knoten ungefähr 20° gefunden und zugleich 
bewiesen, dass die Bewegung der Knoten verschiedener die 
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Erde umkreisender Körper sich wie die Quadrate der Um- 
laufszeiten verhalten. Ferner hat er das Verhältniss der 
grossen Axe des Erdellipsoids zur kleinen gleich 230 : 229 
gefunden, nach einer Theorie, welche davon ausgeht, dass 
ın einem rechtwinkligen Oanal, der vom Mittelpunkte der 
Erde nach irgend einem Punkte des Aequators und nach 
dem Pol construirt gedacht wird, das Wasser in Folge der 
Anziehung der Erde und ihrer Rototionsgeschwindigkeit im 
Gleichgewicht sein müsse. — Er macht die Hypothese, dass, 
wenn man statt der Bewegung eines Körpers, diejenige eines 
Ringes, welcher genau dieselbe Gestalt wie die Bahn des 
ersten Körpers hat, betrachtet, auch die Bewegung der 
Knoten dieses Ringes dieselbe Grösse habe. Eine Annahme, 
welche sich in der That analytisch bestätigt. 

Denkt man sich nun den Ueberschuss der Erdgestalt 
über die innere KugelPapeP, 
deren Durchmesser die kleine 
Erdachse ist, in einem Ring 

5 um den Aequator vereinigt, 
so lässt sich beweisen, dass 
in Bezug auf die Drehung 
der Erde um den Durch- 
schnitt des Aequators mit 

der Ebene QR, welche letztere auf der die Sonne mit dem 

Mittelpunkt der Erde verbindenden Geraden senkrecht steht, 

die Wirkung dieses Ringes zur Wirkung derselben Materie 
in ihrer wirklichen Vertheilung auf der Erde sich verhält 

wie 5:2. 

Bis hierher sind die Betrachtungen Newton’s voll- 
ständig exact. Er kann auf diese Weise die Grösse der 
Knotenbewegung eines Ringes finden, der sich in der Ebene 
des Aequators unmittelbar an der Oberfläche der Erdkugel 
befindet, und weiss, dass die auf diese Art der Erdkugel 
mitgetheilte Bewegung >/, derjenigen ist, welche in Folge 
der elliptischen Gestalt der Erde wirklich stattfindet. 

Es wird also nun weiter darauf ankommen, zu unter- 
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suchen, wie der Ring seine Bewegung auf die Kugel über- 
trägt, wenn er mit dieser verbunden ist. Dies ist der 
Punkt, in dem Newton, wie Laplace nachgewiesen hat, 
sich geirrt hat. Newton berechnet nämlich die Bewegungs- 
grössen, als welche. er die Summe der Massentheilchen 
multiplicirt mit ihren Geschwindigkeiten auflässt, sowohl 
von der Kugel, in Bezug auf eine Drehung um den Durch- 
messer, als auch des Ringes, und befindet das Verhältniss 
derselben 4590 : 485223. 

Es würde demnach, so schliesst er weiter, die Be- 
wegung des Ringes zur vereinigten Bewegung von Ring und 
Kugel; sich verhalten wie 4590 : 485223 + 4590. Ist daher 
der Ring mit der Kugel verbunden und theilt er derselben 
seine Bewegung, vermöge welcher die Knoten zurückweichen, 
mit, so.wird die resultirende Bewegung zur ursprünglichen 
des Ringes in obigem Verhältniss stehen. 

Diese Behauptung, welche Newton ohne Beweis als 
fest hinstellt, ist durchaus irrthümlich. Es handelt sich 
hier um eine Frage, welche: für die ganze Mechanik von 
der grössten Bedeutung ist, nämlich, allgemein ausgedrückt, 
von der Bewegung eines Systems von Körpern, welche unter- 
einander irgend wie verbunden sind, wenn auf die einzelnen 
Körper gewisse Kräfte wirken. Hätte Newton von diesem 
allgemeinen Gesichtspunkt diesen Gegenstand betrachtet, so 
würde er bald, indem er. seine obige Vorstellung auf ein- 
fache Fälle angewendet hätte, sich von der Gehaltlosigkeit 
derselben überzeugt haben, und er würde auch ohne Zweifel 
erkannt haben, dass diese Frage unter das dritte Bewegungs- 
gesetz der Gleichheit der Action und Reaction fällt, welches 
er selbst als der Erste in seiner ganzen Allgemeinheit er- 
kannt und aufgestellt hat. Es bedurfte in der That zu 
einer exacten Lösung des vorliegenden Problems nur einer 
Anwendung dieses Gesetzes in der Fassung, in welcher es 
am Ende der Anmerkung zu den Grundsätzen der Bewegung 
von Newton aufgestellt und in dieser Arbeit schon früher 
besprochen worden ist. Wird nämlich, wie Newton dort 
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ausführt, die Wirkung (actio agentis) nach der Kraft und 
Geschwindigkeit vereint geschätzt, so wird die Wirkung des 
Ringes, welche auf die Kugel übertragen wird, gleich gesetzt 
werden müssen dem Producte der Masse in die Differenz 
der ursprünglichen Präzessionsbewegung und derjenigen, 
welche ihm nach der Vereinigung mit der Kugel gemeinsam 
bleibt, und in seine Geschwindigkeit, welche die Rotations- 
geschwindigkeit der Erde am Aequator ist. | 

Andererseits wird die Reaction des widerstehenden 
Körpers gleich sein der Summe aus den Producten der 
Masse in die Beschleunigung und die Geschwindigkeit jedes 
Moleküls der Erde. Die Beschleunigung eines Moleküls ist 
aber gleich der Präzessionsbewegung der Erde multiplicirt 
mit dem Abstande des Moleküls von der Polaxe, wenn die 
Hälfte dieser Axe als Einheit genommen wird, und die 
Geschwindigkeit ist die Rotationsgeschwindigkeit der Erde 
am Aequator multiplicirt mit derselben Distanz. Es wäre 
also, um die Grösse der Reaction zu erhalten, die Summe 
aus der Masse in das Quadrat des Abstandes von der Pol- 
axe zu bilden und diese mit der Rotationsgeschwindigkeit 
der Erde am Aequator und ihrer Präzession zu multiplieiren 
gewesen. | | 

Nach Ausführung dieser Operation würde sich dann 
durch Gleichsetzung der Action und der Reaction eine 
Gleichung für die gesuchte Präzession der Erde ergeben 
haben. 

Nach seiner mit dem eben besprochenen Fehler be- 
hafteten Theorie findet Newton das durch die Sonne ver- 
ursachte Zurückweichen der Aequinoctien ungefähr gleich 
9'' also bedeutend kleiner als sich durch eine exacte Ana- 
lyse ergiebt. Die durch den Mond verursachte Bewegung 
erhält er dann sofort, indem er diese Grösse mit dem Ver- 
hältniss der Anziehung des Mondes zu derjenigen der Sonne 
an der Erdoberfläche multiplicirt, letztere Grösse hat er 
aus den zu seiner Zeit gemachten Beobachtungen über Ebbe 
und Fluth gleich 4,4815 gefunden, so dass die Bewegung 
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der Anquinoctien in Folge der Anziehung des Mondes un- 
gefähr 41 betragen würde. 

Die Summe beider Bewegungen gleich 50‘ stimmt dann 
mit den Beobachtungen ganz vorzüglich überein. In dieser 
Rechnung ist jedoch das Verhältniss der Mondkraft zur 
Sonnenkraft bedeutend zu hoch angesetzt, denn nach den 
neueren Beobachtungen ist dasselbe nur gleich 2) anzu- 
nehmen. 

Es gleicht sich also seltsamer Weise der in der Theorie 
begangene Fehler mit dem in Folge ungenauer Beobachtung. 
in die Rechnung Eingegangenen ziemlich aus. Ein Umstand, 
der'gewiss nicht wenig dazu beigetragen hat, die Entdeckung 
des begangenen Fehlers für Newton zu erschweren. 

Wir sehen also, dass es wesentlich der Mangel einer 
allgemeinen Methode der Anwendung des Princips von der 
Gleichheit der Action und Reaction ist, welche Newton in 
diesem Problem 'hinderlich ist. : Die Beseitigung dieses 
Mangels ist nun der grosse Nutzen, den d’Alembert durch 
Aufstellung seines Princips der Wissenschaft erwiesen hat. 
Durch ihn kam erst das: Newton’sche Gesetz zu seiner 
vollen Wirksamkeit. Denn man kann sich nach d’Alembert 
jedes körperliche Gebilde als ein System von Massenpunkten 
denken, deren Raumcoordinaten durch solche Gleichungen 
verbunden sind, welche die Individualität des Gebildes aus- 
drücken. Zerlegt man nun die auf jeden Punkt einwirkenden 
Kräfte in Componenten nach den Axen und beachtet, dass 
die Componenten der Beschleunigung jedes Punktes als 
zweite Ableitungen der Coordinaten nach der Zeit sich 
darstellen, so wird die Gleichheit der Action und Reaction 
besagen, dass die Differenzen der Krafteomponenten und 
der Producte der Beschleunigungen in die Massen ein System 
bilden, welches unter Einfluss der Verbindungsgleichungen 
im Gleichgewicht sein muss. - Diese Annahme führt dann 
zu Differentialgleichungen, welehe in Verbindung mit ‚den 
Bedingungsgleichungen und den Anfangszuständen des 
Systems die Coordinaten als Functionen der Zeit bestimmen. 
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Vermittelst dieser Methode konnte d’Alembert die Difte- 
rentialgleichungen für die Bewegung der Erde um ihren 
Schwerpunkt aufstellen und aus denselben, selbst ohne sie 
vollständig zu integriren, die wichtigsten Bewegungen der 
Erde erklären. 

Von noch principiellerer Bedeutung dem Newton’schen 
System gegenüber als das d’Alembert’sche, ist ein anderes 
Princip, welches in neuerer Zeit in der gesammten Natur- 
wissenschaft zu grosser Bedeutung gelangt, und unter dem 
Namen des „Princips der Erhaltung der Kraft“ bekannt ist. 
Inwieweit Newton in diese Naturwahrheit einen Einblick 
gehabt hat, ergiebt sich ebenfalls aus seinem oben ange- 
führten Ausspruch. Das, was dort als Wirkung eines Agens 
(actio agentis) bezeichnet wird, ist unzweifelhaft dasselbe, 
was in der neueren Terminologie unter Arbeit verstanden 
wird. Man kann dann den Sinn des Ausspruches folgender- 
massen wiedergeben: „Die Arbeit, welche an irgend einem 
System von Körpern geleistet wird, ist aequivalent der Arbeit, 
welche gegen die Reibung, die Kohäsion, die Schwere und 
den Widerstand gegen eine Beschleunigung ausgeübt wird, 
dass nun die gegen die Kohäsion und die Schwere geleistete 
Arbeit in dem gespannten oder gehobenen Körper sich 
gleichsam aufsammele und im Rückschlag der gespannten 
Feder oder im Herabfallen des gehobenen Körpers wieder 
zur Erscheinung gelange, war Newton wohl klar, seine 
Vorstellung weicht aber von der heutigen darin ab, dass er, 
wie alle seine Zeitgenossen, die zur Ueberwindung der Rei- 
bung nöthige Kraft für absolut verloren erachtete, von einer 
Uebertragung der Bewegung endlicher Körper auf Molekular- 
bewegungen, die wir als Wärme empfinden und von einer 
Vergleichung der Quantität beider Bewegungen, konnte er 
natürlich keine Ahnung haben, da erst mehr als ein Jahr- 
hundert verfliessen musste, ehe es gelang, diese Wahrheit 
zu erforschen und damit einen neuen Einblick in den Haus- 
halt der Natur und ihrer Kräfte zu thun. — 

Nach den mechanischen Fundamentalsätzen, auf denen 
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Newton sein System aufgebaut hat, wird die mathematische 
- Entwickelungsform, welche in den Prinzipien. angewendet 
ist, unsere Aufmerksamkeit erfordern. Es ist diese Methode 
insofern eigenthümlich, dass sie, obwohl ihrer äusseren Form 
nach‘ rein geometrisch, im Innern dennoch die Grundsätze 
birgt, nach denen sich die Infinitesimalrechnung später ent- 
wickelt hat. Da dieselbe ihrer Zeit als neu und ungewohnt 
entgegentrat, so sah sich Newton genöthigt, sein Buch mit 
einem Abschnitt zu beginnen, welcher von der Methode der 
ersten und letzten Verhältnisse handelt. Als das erste und 
letzte Verhältniss von Grössen wird dasjenige definirt, mit 
dem sie entstehen, oder: mit welchem sie verschwinden. 
Denkt man sich also eine Curve ‚dadurch entstanden, dass 
der Punkt A auf irgend einem Wege nach B geht, ‚so ist 
das letzte Verhältniss von Grössen, welche mit der Bewegung 
des Punktes nach irgend einem Gesetze sich ändern, das- 
jenige, welches sie in dem Augenblicke besitzen, indem A, 
B erreicht. | 
Der erste Satz nun, welcher hier auftritt, lautet: 
„Grössen, wie auch Verhältnisse von Grössen, welche 
in einer gegebenen Zeit sich beständig der Gleichheit 
nähern, „und einander vor, dem, Ende jener Zeit näher 
kommen können, als jede gegebene Grösse, werden end- 
lich einander gleich sein.“ 

Hiermit ist. der Grund zu einer Infinitesimalrechnung 
gelegt, da ein, Mittel zur Vergleichung zweier nicht in ge- 
schlossener Form auftretenden, sondern nur. durch ihre Con- 
vergenz bestimmten Grössen geboten wird. Auf Grund. dieses 
Satzes wird dann weiter abgeleitet, dass der Flächeninhalt 
einer 'krummlinigen Figur durch die unendliche Summe ver- 
schwindend kleiner ein- oder umbeschriebener Parallelo- 
gramme ausgedrückt werden kann,‘ denn der Unterschied 
der ein- und umgeschriebenen Figur ist gleich dem ersten 
Theilparallelogramm, verschwindet also mit demselben, der 
Unterschied der krummlinigen von einer .der gradlinigen 
Figuren ist aber kleiner, verschwindet also ebenfalls. , Es 

ha 
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wird also hier eine krummlinige Figur als Grenze einer gerad- 
linigen und ebenso im Zusatze die Ourve selbst als Grenze 
einer unendlichen Summe gerader Linien aufgefasst, und 
damit der Begriff des späteren bestimmten Integrals fest- 
gesetzt. Aus dieser letzten Definition einer Curve würden 
sich sofort die Sätze von der Gleichheit der letzten Ver- 
hältnisse des Bogens, der Sehne und der Tangente ergeben. 
Newton beweist dieselben jedoch, indem er wieder auf die 
ihm eigenthümliche Vorstellung, welche die Curve durch die 
Bewegung eines Punktes entstanden denkt, zurückgeht und 
nachweist, dass der Winkel, welchen Sehne und Tangente 
bilden, wenn man den andern Endpunkt der Sehne dem 
Durchschnittspunkt mit der Tangente sich nähern lässt, in 
dem Augenblicke verschwindet, in dem beide Punkte zu- 
sammenfallen. In seinen Folgerungen ist dann folgender 
Satz von Wichtigkeit, welcher zugleich das Eigenthümliche 
der Newton’schen Anschauung und Beweisform gut er- 
kennen lässt: 
Die Gerade A D und die Kurve ABC schneiden sich 
in A, zu den Abscissen AD, AE gehören die 


1% Ordinaten D’D,'DE. 
| Nähert man nun B und C dem Punkte Ki so 


stehen die Flächenstücke ADBund AEC aid 

BIT/B im doppelten Verhältniss der Seiten A D und 

A E, denn die Flächenstücke werden zuletzt in 

ähnliche Dreiecke übergehen, von denen AD 

A und A E homologe Seiten sind. ‘Denkt man sich 

nun die Zeit durch die Abscissen A D und A E, die erzeugten 

Geschwindigkeiten durch die Ordinaten DB, EC ausge- 

drückt, so bezeichnen die Flächen ADB und AEC die 
mit diesen Geschwindigkeiten beschriebenen Wege. 

Man kann also den Satz aufstellen, dass der Weg, 
welchen ein Körper in Folge einer SHTRehER regelmässigen, 
veränderlichen oder unveränderlichen Kraft beschreibt, im 
Anfang der Bewegung im doppelten Verhältniss der Zeit 
steht. Der Weg wird als die Grenzsumme der mit der Zeit 
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veränderlichen Geschwindigkeiten dargestellt, genau so wie 
man jetzt schreibt s= /vdt. 

Um aber die Bedeutung und die eigenthümliche Ent- 
stehungsart dieses Satzes recht zu verstehen, muss man sich 
des von Gallilei aufgestellten Satzes erinnern, welcher aus- 
sagt, dass ein Körper unter Wirkung einer konstant be- 
schleunigenden Kraft, wie der Schwerkraft dem Quadrat der 
Zeit proportionale Räume beschreibt. Nach der Vorstellung 
Newton’s kann man sich 'nun eine in der Zeit veränder- 
liche Kraft während eines unendlich kleinen Zeittheilchens 
constant denken, mithin gilt für einen Moment der Bewe- 
gung, und das ist, was Newton als „im Anfang der Bewe- 
gung“ bezeichnet, das Gallilei’sche Gesetz. 

Als eine Folge dieses Gesetzes stellt Newton dann 
weiter den Satz auf, dass die Kräfte, welche auf einen Körper 
wirken, sich direct wie die Wege, d. h. wie die durch die 
Kräfte hervorgebrachten Ablenkungen und indirect wie die 
Quadrate der Zeit verhalten. Der Gedankengang, auf welchem 
"Newton zu diesem für ihn höchst wichtigen Satze kommt, 
scheint folgender zu sein. Fixirt man in der Bewegung 
eines Körpers irgend zwei kleine Zeittheilchen, so kann man 
während derselben die auf den Körper wirkenden Kräfte sich 
als constante denken. Es verhalten sich also in jedem der 
beiden Zeittheilchen die in irgend einem Momente hervor- 
gebrachten Ablenkungen wie die Quadrate der Zeiten. Ver- 
gleicht man nun weiter die in irgend einem Moment des 
ersten Zeittheilchens hervörgebrachte Ablenkung mit der- 
jenigen, welche in irgend einem Moment des zweiten be- 
wirkt wird, so werden sich diese Ablenkungen auch noeh 
wie die während der Zeittheilchen constant wirkenden Kräfte 
verhalten. Man hat also den Satz, dass die Wege im zu- 
sammengesetzten Verhältniss der Kräfte und der Quadrate 
der Zeiten stehen; hieraus folgt dann sofort, dass die Kräfte 
sich direct wie die Wege und indirect wie die Quadrate der 
Zeiten verhalten. | 

Dieser Satz giebt Newton die Möglichkeit an die Hand, 
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einen Ausdruck für die. Centripetalkraft zu finden, welche 
von einem bestimmten Punkte aus wirkend, einen Körper 

in einer gegebenen Bahn sich bewegen lässt. 
Während nämlich der Körper den kleinen Bogen q Q 
durchläuft, wird der Pfeil Pv 


NR des Bogens die Grösse der Ab- 
lenkung oder den Weg dar- 

P stellen, welchen. der Körper 

N unter alleiniger Wirkung. der 


Centripetalkraft - zurücklegen 
würde. Nun verhalten sich 
die Kräfte direct wie die Wege und indirect wie die Quadrate 
der Zeiten; die Zeit ist aber, wie Newton durch eine ein- 
fache geometrische Betrachtung gefunden hat, bei einer Be- 
wegung um ein Centrum der beschriebenen Fläche pro- 
portional, folglich wird der Ausdruck 


PV 
ro 
zu der in P wirkenden Centripetalkraft in einem festen Ver- 
hältniss stehen und das Gesetz derselben enthalten. 

Statt Pv kann man auch QR einsetzen, da diese Grössen 
mit dem verschwindenden Bogen einander gleich werden. 
Ist also irgend eine krummlinige. Bahn und innerhalb der- 
selben ein Punkt gegeben, nach welchem die Centripetal- 
kraft beständig gerichtet sein soll, so erhält man das Gesetz 
der Kraft, indem man das letzte Verhäliniss von 

QR 
PS.0T7 


op q 


ermittelt. 
Vermittelst ee Betrachtung findet en 
nun, dass bei den Kegelschnitten das Verhältniss 

QT? 

QR | 
constant gleich dem Hauptparameter der betreffenden Curve 
ist, er kann also den Satz aussprechen, dass diejenige Centri- 
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petalkraft, welche, vom Brennpunkte ausgehend, einen Körper 
in einem Kegelschnitt wandern lässt, dem Quadrate der Ent- 
fernung umgekehrt proportional sein muss. : Hiermit ist das 
Gesetz der Gravitation begründet; der Kern der Betrachtung 
liegt: erstens in der. Auffassung der Kraft als der Ursache 
der Ablenkung von der geradlinigen Bewegung, wie sie im 
ersten und zweiten Bewegungsgesetz definirt worden ist, und 
zweitens in dem oben entwickelten Satz, nach welchem die 
Kraft. direct proportional dem Wege und indirect 'pro- 
portional dem Quadrat der Zeit ist. 

Dies ist das Wesentlichste aus der Methode der ersten 
und letzten Verhältnisse. Man sieht, dass die zu Grunde 
liegende neue Idee in einer eigenthümlichen Auffassung des 
Entstehens der Grössen beruht. Die Zeit wird hier, wo vor- 
nehmlich mechanische Vorgänge in’s Auge gefassst werden, 
als die unabhängige Variabele gedacht, in ihr entstehen die 
Grössen, mögen es nun Raumgrössen oder Kräfte sein, und 
verändern sich, aber so, dass sie im Verlauf eines unend- 
lich kleinen Zeittheilchens als constant genommen werden 
können. Das erste Verhältniss soll nun dasjenige sein, 
welches die Grössen im Augenblick des Entstehens haben. 
Als solchen Augenblick kann man aber in einem stetig ver- 
fliessenden Vorgang jeden beliebigen Zeitmoment ansehen, 
fixirt man einen solchen, in welchem dann die von der Zeit 
abhängigen Grössen bestimmte Werthe haben, so wird das 
erste Verhältniss dasjenige sein, welches die in einem unend- 
lich kleinen Zeittheilchen entstandenen Inkremente der be- 
trachteten Grössen unter einander haben. Nicht wesentlich 
verschieden von dem Begriff des ersten ist der des letzten 
Verhältnisses, der Untersehied beruht bei Newton nur auf 
der Vorstellung der Bewegung von einem Punkte nach einem 
andern hin; beide bezeichnen dasjenige, was man später in 
der Analysis „Differentialquotient“ genannt hat. Nachdem 
nun Newton in der Einleitung diese Begriffe erklärt und 
einige Fundamentalbeziehungen abgeleitet hat, sollte man 
annehmen, dass er auch bei der Behandlung der mecha- 
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nischen Probleme sich (derjenigen analytischen Methode be- 
dient hätte, welche während: seiner Zeit und zwar haupt- 
sächlich von ihm selbst unter dem Namen Fluxionsmethode 
ausgebildet worden ist. 

Dies ist jedoch nicht der Fall; er scheint es vielmehr für 
populärer gehalten zu haben, Ei der seinen Zeitgenossen 
sewohnten geometrischen ee nicht ganz zu‘ ent- 
schlagen, und vereint nun Begriffe, welche eigentlich ana- 
lytischer Natur sind, mit geometrischen Constructionen in 
einer Weise, die, wenn ‚auch noch so scharfsinnig aus- 
gesonnen, doch das Studium seines Werkes erschwert. Ja 
der häufig complicirte Gang 'seiner Entwickelungen | lässt 
fast vermuthen, dass Newton selbst auf anderem mehr 
analytischen Wege zu seinen Resultaten gekommen ist und 
die geometrische Einkleidung. nur vorgezogen habe, weil 
die neue Methode Manchen seiner Zeitgenossen nicht über- 
zeugend genug sein könnte. In diesem Sinne sucht Newton 
nun. die Werthe der letzten Verhältnisse durch Vergleichung 
mit anderen gegebenen geometrischen Grössen zu bestimmen, 
und dann die gesuchten Grössen geometrisch zu construiren, 
während man nach der anderen Methode; welche‘.'bald 
darauf allgemein üblich wurde, die Differentialverhältnisse 
analytisch bestimmt und dann aus den aufgestellten Diffe- 
rentialgleichungen die Natur der unbekannten Functionen 
zu erschliessen sucht. Nach der zweiten Methode ist es in 
der Regel leicht, die Differentialverhältnisse irgend welcher 
Grössen, die als Unbekannte angesehen werden und deren 
Bestimmung das Problem löst, festzusetzen, die Schwierig- 
keit beginnt erst mit der Integration der aufgestellten 
Differentialgleichung; bei Newton dagegen ist es Haupt- 
aufgabe, durch geometrische Schlüsse zu solchen ’ Be- 
stimmungsstücken zu gelangen, deren Differentialverhältnisse 
sich durch gegebene Grössen ausdrücken lässt, ist, dann 
eine solche Relation 

er 


o% 
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gefunden, so kann er die Relation zwischen x und y leicht 
durch geometrische Construction ausdrücken. 

Man kann also in dieser Hinsicht sagen: Newton 
sucht aus der physikalischen Natur des Problems die zum 
Ziele führenden Variabelen sogleich zu erforschen, während 
die analytisehe Methode gewöhnlich bei allen Problemen in 
denselben allgemeinen Raumkoordinaten die Differential- 
verhältnisse bestimmt und dann erst solche Variabelen 
sucht, welche die gefundene Differentialgleichung zu einem 
leicht integrirbaren Differentialausdruck machen. — Es zeigt 
sich dieser eigenthümliche Unterschied besonders klar an 
folgendem einfachen Beispiel: ‘Gegen Ende des ersten 
Buches will Newton “eine Kurve von der Beschaffenheit 
finden, dass die von zwei vor und hinter der Kurve ge- 
legenen Punkte A und B nach irgend einem Kurvenpunkt 
gezogenen Strahlen mit der Normale in jenem Punkte 
Winkel bilden, deren Sinus in einem constanten Verhältniss 
stehen. Nach der allgemeinen analytischen Methode würde 
man die Bedingung durch einen Differentialausdruck in x 
und y ausdrücken. Nimmt man die Mitte der Verbindungs- 
linie AB zum Ursprung, als y Achse die darauf Senkrechte, 
so würde in den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen 
die Bedingung lauten: 


sin (@ — ß) => Const 
sin (@ — y) 


Es ist nun, wenn a die 
Hälfte von A B bezeichnet, 
gleich zu setzen: 


ELBE 
ds 
A, 
VPte+Fz) 
a+x 
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ar 


er 


siiny= 


Man kann also unter Benutzung der Relation 


sin (@ — ß) = sin @ cos ß — cos « sin’ß 


sin (@ — Y)—=sin«acosy— cosesiny 


die Differentialgleichung aufstellen: 


ah R)dX Hydy (PH maie 
a) darge ur ee 


Zum Zwecke der Interpretion führen wir neue Variabelen 
ein durch die Gleichungen 


er +tat hy +la— x) 
aus denen man erhält 
„u &ta)dxhrdy 
ıT Yf+t@-a: 
&-—a)dx-+ydy 
»)aaV P +@ a) 


Unsere Differentialgleichung geht also über in den 
Ausdruck 


(=) 
je) 


do, 
—- — Üonst. 
d 0, 


welcher integrirt 
3 = +, 


giebt, C, bestimmt sich dann durch Festsetzung eines Punktes, 
durch den die Kurve gehen soll. 
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Wie verfährt nun Newton? Er sagt wörtlich: „D.und E 
seien beliebige Punkte jener Kurve, EF und EG Perpen- 
dikel auf die Strahlen AD und DB. Es nähere sich der 
Punkt D dem Punkte -E und das: letzte Verhältniss der 
Linie DF, um welche AD zunimmt, zu DG, um welche 
BD abnimmt, wird dasselbe sein, wie das des Einfallssinus 
zu dem des Austrittssinus, es ist also gegeben. 


Nimmt man nun auf der Axe beliebig einen Punkt © 
| an, durch welchen die Kurve 
gehen soll und bestimmt das 
Inkrement der’ Linie ACCM, 
zum Dekrement C N der Linie 
B C in demselben gegebenen 
Verhältniss, so kann man aus 
dem Mittelpunkte A und B mit 
A ei NM BN den Radien AM und BN Kreise 
beschreiben, welche sich gegenseitig in D schneiden. Jener 
Punkt D wird in der gesuchten Kurve ODE liegen und 
dieselbe bestimmen, da er beliebige Punkte derselben 
treffen kann. Man kann also von Ü” ausgehend, beliebig 
viele Punkte der Kurve finden, indem man die Inkremente 
der Strahlen immer in dem gegebenen Verhältniss nimmt.“ 
Newton führt in dieser Behandlung die Grössen o, o,, 
welche wir als die Integration der aufgestellten Gleichung 
leistende Variabele fanden, von Anfang ein, da er durch 
geometrische Schlüsse zeigen kann, dass das Verhältniss 
ihrer Inkremente gleich dem gegebenen Sinusverhältniss 
gleich HJ: KL ist. Es ist nämlich Dreieck DJH ähnlich 
DFE, da DE senkrecht auf DJ steht, also 


HJ: DE —0DH:.DE, 
Ebenso ist Dreieck DKL ähnlich DGE, also 


KL:DG=DH:DE, 
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mithin, da 
DH=DK, 
ist 
HJ:KL=DE:DG: 


Die Methode der ersten und letzten Verhältnisse ent- 
wickelt Sätze, welche im Allgemeinen dem Gebiete der 
heutigen Differentialrechnung angehören, es gelang mit 
ihrer Hülfe das Anziehungsgesetz für Körper, die sich in 
Kegelschnitten bewegen und nach dem Brennpunkt zu an- 
gezogen werden, zu bestimmen. 

Newton geht dann aber auch zur umgekehrten Auf- 
gabe über, d. h. die Bahn zu bestimmen, wenn die Kraft, 
der Ort und die Geschwindigkeit im Anfange gegeben ist. 
Zunächst nimmt er die Uentripetalkraft indirect proportional 
dem Quadrate des Abstandes vom Centrum an, und hier 
gelingt ihm die geometrische Lösung des Problems ver- 
hältnissmässig leicht dadurch, dass er sich die Kraft, welche 
auf einen Körper wirkt, 
der von P mit gegebener 
Geschwindigkeit in Rich- 
tung P R ausgeht, da- 
durch gegeben denkt, dass 
sie einen anderen Körper, 
der in p eine gewisse Ge- 
schwindigkeit hat, in dem gegebenen Kegelschnitt p q 
wandern lässt. 

Es verhalten sich dann nach einem vorher bewiesenen 
Satz die bekannten Geschwindigkeiten in p und P wie die 
Quadratwurzeln aus den Parametern der Bahn dividirt durch 
die bekannten auf die Tangenten gefällten Lothe, hierdurch 
wird also der Parameter der unbekannten Bahn bestimmt, 
ferner ist die Richtung PH gegeben, da Winkel SPR- 
gleich Winkel JPH ist, und es wird auch möglich sein, 
da der Parameter bekannt ist, die Länge PH zu finden, 
‚hiermit ist dann der Brennpunkt H und die ganze Kurve 
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bestimmt. Der Werth für PH, welcher von dem Para- 
meter, also auch von der Anfangsgeschwindigkeit in P ab- 
hängt, giebt auch über die Natur des Kegelschnitts Auf- 
schluss, resultirt nämlich für PH ein negativer Werth, so 
wird die Länge jenseits der Tangente abgetragen werden 
müssen und die Kurve eine Hyperbel sein, wird PH un- 
endlich, so artet, die Ellipse in eine Parabel aus. — Nach- 
dem so die Bahn gefunden ist, wird die Verfolgung der 
Aufgabe weiter ‚dazu führen, zu einer gegebenen Zeit den 
Ort zu finden, oder analytisch ausgedrückt, die Coordinaten 
als Funetionen der Zeit darzustellen. Diese Aufgabe lässt 
sich leicht geometrisch auffassen, da die der Zeit propor- 
tionale Beschreibung der Flächen, welche bei der analytischen 
Behandlung als ein Integrationsresultat heraustritt, hier 
a priori bekannt ist. Es wird sich also darum handeln, 
von einer bestimmten Kurve ein gegebenes Flächenstück, 
welches von einem bestimmt angenommenen Radiusrector 
AS an gerechnet wird, abzuschneiden. Bei der Parabel 
gelingt dies auch durch verhältnissmässig einfache geome- 
trische Construction. Anders aber verhält sich die Sache 
bei der Ellipse, denn hier wird der Ort des Radiusrector, 
welcher durch die gegebene Fläche bestimmt werden soll, 
eine periodische Function .der Zeit, da er in Zeiten, welche 
um die Grösse der ganzen Umlaufszeit differiren, dieselbe 
Lage hat. 

Dieser Umstand giebt Newton zu eigenthümlichen Be- 
trachtungen Anlass, welche ihren Hauptausdruck in. fol- 
gendem, von ihm aufgestellten Satz finden: 

„Es existirt keine ovale Figur, deren Flächenraum 
durch beliebige gerade Linien abgeschnitten, allgemein 
durch Gleichungen von begrenzter Zahl der Glieder und 
Dimensionen gefunden werden kann.“ 

Denkt man sich nämlich innerhalb eines solchen Ovals 
eine Fläche durch Bewegung eines Radiusrector um einen 
festen Punkt beschrieben, und einen anderen Punkt sich auf 
dem Radiusvector vom Centrum aus mit einer Geschwindig- 
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keit bewegen, welche dem Quadrat des innerhalb des Ovals 
gelegenen Stückes des Radius proportional ist, so wird der 
letztere Punkt eine Spirale ‘beschreiben. Wäre es nun mög- 
lich, ‘die Fläche ‘allgemein durch eine endliche Gleichung zu 
bestimmen, so wäre dadurch die Entfernung des sich auf 
dem Radıus bewegenden Punktes vom Centrum allgemein 
ausgedrückt, da diese wegen des Gesetzes der'Geschwindig-_ 
keit jener Fläche proportional ist, es wäre also jeder Punkt 
einer sich ins Unendliche fortsetzenden, transcendenten Kurve 
durch eine endliche Gleichung gegeben, was nicht möglich 
ist. Aus diesem Satz folgert Newton, dass die verlangte 
Abschneidung eines gegebenen Flächenstückes bei der Ellipse 
durch rational- geometrische Construction, d. h.' durch Linien 
und Kurven, welche durch endliche Gleichungen bestimmt 
sind, nicht möglich ist, und bedient sich in Folge dessen, 
um seinen Zweck zu erreichen, einer transcendenten Kurve, 
nämlich der Trochoide. — ' | 
Diese Sätze können jedoch nicht zur Verification des 
Gravitationsgesetzes dienen, denn sie lösen nicht die allge- 
meine Aufgabe, die Bahn zu finden, wenn die Anziehung 
umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung ist, 
da ja im Voraus angenommen wird, ‚dass die Kraft den 
Körper in einem Kegelschnitt wandern lässt. Ho 
"Newton behändelt daher auch weiter die allgemeine 
Aufgabe, die Bahn eines Körpers zu finden, der nach einem 
beliebigen Gesetz angezogen wird. Es wird hier darauf an- 
kommen, aus einem gegebenen Differentialausdruck auf die 
endlichen Grössen zu schliessen, d. h. zuintegriren. Die Art 
und Weise nun, in der Newton solche Operationen, deren 
analytische Behandlung sich zur damaligen Zeit noch ‘in 
ihrem ersten Entwickelungsstadium befand, zu bewerkstel- 
ligen sucht, zeigt sich in der Lösung des obigen Problems 
so deutlich, dass es sich verlohnt, Newton’s Methode zu 
repröduciren und dann denselben Gedankengang analytisch 
zu verfolgen. Newton bestimmt zunächst die Bewegung 
eines Körpers,‘ der nach irgend einem Gesetz geradlinig auf- 
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und absteigt, welche unschwer auf: die Quadratur einer 
Kurve zurückzuführen ist, dann geht er; zu dem allge- 
meineren Problem durch den Satz über, dass, wenn ein 
Körper vermöge irgend einer Centripetalkraft sich um ein 
Centrum bewegt und ein anderer unter Einwirkung derselben 
Anziehungskraft geradlinig auf- oder absteigt, die Geschwin- 
digkeiten beider Körper in gleichen Abständen vom Centrum 
stets dieselben sein werden, wenn sie zu irgend einem Augen- 
blick gleich gewesen sind. Es beschreibe nun der Körper 
die Bahn VJK, ein 
anderer falle nach dem- 
selben Gesetz von A 
gegen C und zwar so, 
dass. er in V dieselbe 
Geschwindigkeit hat, 
mit der der erstere 
Körper von V ausgeht. 
Nach Verlauf einer ge- 
wissen Zeit möge sich 
der erste Körper in J 
befinden, denn ist die 
Geschwindigkeit in J 
gleich derjenigen des fallenden Körpers in D, wenn CJ — 
GD ist, diese Geschwindigkeit v kann nun nach der von 
Newton aufgestellten Theorie der Beweguug eines nach 
irgend einem Gesetz geradlinig auf- und absteigenden 
Körpers durch C D ausgedrückt werden. Ist nun JK das 
Bogenelement und wird UN = CK genommen, so ist nach 
dem Flächensatz die Grösse des Flächenelements 


CKJ=NK.JC 


im gegebenen Zeittheilchen constant gleich Q, also 


| N 
KNen=Z 
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ferner wird in demselben gegebenen Zeittheilchen die Ge- 
schwindigkeit v durch den Bogen JK ee man hat 
demnach die Proportion 


vaze) K:KN 
und hieraus 
Ve_z2:z=VYIKR?®Z-KN:KN: 
oder auch 
VE Z-2:z=JRK:’KN 
Es ist mithin 
zJIN 
KN = ——— 
vWw_2 


und der Inhalt des Flächenelements gleich 


FC ZEN - I -QIN 4 
Ve Tyan 


Macht man mithin DE gleich dem Inkremente des 
Radius J N und D b gleich 


A. 
Yv: — 7? 


so. drückt EDbz das Flächenelement aus. Denkt man 
sich. nun von V an Grössen gleich 

un Due 

vr: | 
als Ordinaten aufgetragen, so dass V und Z stets die der 
zugehörigen Abscisse entsprechenden Werthe haben, und 
erzeugt so eine Fläche, welche der, wegen der Proportio- 
nalität mit der Zeit bekannten Fläche V JG gleich ist, so 
wird dadurch CD=CJ, das ist die Länge des Radius- 


vector nach Verlauf der gegebenen Zeit bestimmt. Um nun 
weiter den Ort J des Körpers nach der gegebenen Zeit zu’ 


ION 
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finden, ist noch der Winkel VCJ zu ermitteln, dies ge- 
schieht in folgender Weise: 

Es werde mit G V ein Kreis beschrieben, und C J und 
CK bis X und Y verlängert, dann hat man: 


EI MREHSK N SNK? 


YC?JCG.KN 


alao: Y X-XU— ko h 


oder 


wenn man für KN den gefundenen Werth einsetzt, und 
beachtet, dass zJ 0 —=Q ist, | 


BT a U UME 
’ Ko Ye zZ? 


Trägt man also in D eine Ordinate gleich 


YO 
KC-Y v2 — 22 


auf, so ist das Flächenelement DExc gleich dem Element 
UYX. Durch eine ähnliche Flächenbeschreibung wie vorhin, 
bei welcher die Abscisse von © V bis zu dem jetzt bekannten 
CD zu nehmen ist, findet man dann den Flächeninhalt des 
Kreisvectors COX V und dadurch auch den Üentriwinkel 
VCOZ. — Die eigentliche Bedeutung und der Zusammen- 
hang dieser Operationen, welcher in der Newton ’schen 
Darstellung nicht zu leicht zu Tage tritt, zeigt sich deut- 
licher, wenn wir versuchen, obigen Gedankengang in die 
analytische Sprache zu übersetzen. Ist R die Centripetal- 
kraft, so hat man: 


I) avast 
d?y NAT 3 
w- R v3 ur, und hieraus 
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2) 1, w%—— /Rdr-C. 


Diese Integration bringt Newton durch die Vergleichung 
mit der Geschwindigkeit eines geradlinig sich bewegenden 
Körpers zu Stande; sie ermöglicht v durch r auszudrücken. 

Aus den Gleichungen 1) folgt ferner: 


3) ydax—-ıxıdy=Qd 


wenn Q eine durch die bekannte Geschwindigkeit in 
einer bestimmten Lage gegebene Constante bezeichnet, 
hieraus 


4) /yix—-xdy=(t, 


die Integrationsconstante fällt fort, wenn man die 

Fläche mit der Zeit zu berechnen anfängt. 

Ist also t gegeben, so ist die beschriebene Fläche be- 
kannt. Es kommt nun darauf an, in 4) ydıx— xdyinr 
auszudrücken, da alsdann aus derselben Gleichung v be- 
rechnet werden kann. Es ist in Polarcoordinaten: 


xerxrdıyerTde, 
das Quadrat der Geschwindigkeit: 


a der + rue 
g dt? 
aus 1? du — Q.dt folgt 
4 2 

da. n also 

2 ri 2 
de +?d? — x m also 

222 

7 dus (1 — @ ) —-—dr und 


drQ 
VPer—-@ 


rdu= 
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Es wird mithin das Hlächenplamens r? du ausgedrückt werden 
können durch: 


Qdr 
8 


Führt man nun die Integration 


aus, und setzt dieselbe gleich dem bekannten Werth von 
Qt, so kann man v finden. Aus 


du pe Q % 
r 
erhält man dann weiter 
dt 
u u Q, 72 


Die Winkelquadratur ist hier genau dasselbe, was früher 
die Berechnung des Kreissectors war. 

Eine Vergleichung beider Darstellungen zeigt, dass 
Newton’s Behandlung durchaus auf denselbeu Principien 
beruht, welche nachher in der Analysis allgemein zur Gel- 
tung gekommen sind. Der Unterschied ist ein rein äusser- 
licher und beruht hauptsächlich darin, dass Newton die 
(rössen im Allgemeinen durch Längen und Raumgrössen 
überhaupt, austatt abstract durch Zahlen repräsentirt. 

Auch das Ziel, bis zu welchem derartige Probleme ge- 
führt werden, ist im Wesentlichen dasselbe geblieben, denn, 
wie Newton bei dieser und bei ähnlichen Aufgaben die 
Quadratur der Kurven voraussetzt, so muss man sich auch 
in. der analytischen Behandlung begnügen, die Aufiösung 
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auf einfache Quadraturen zurückführen, welche dann, mit 
Ausnahme der kleinen Anzahl derjenigen, welche man in 
geschlossener Form darstellen kann, mechanisch auszu- 
führen sind. Ä 

Es scheint aber aus der Behandlung dieses Problems 
hervorzuleuchten, dass Newton selbst zu der Lösung zuerst 
auf mehr analytischem Wege gelangt ist, und erst später, 
um die Ueberzeugung seiner Zeitgenossen von der Richtig- 
keit seiner Schlüsse sicherer zu gewinnen, die geometrische 
Einkleidung gewählt hat. 


Erst im zweiten Buch bei den verwickelteren Aufgaben 
über die Bewegung der Körper in widerstehenden Mitteln 
wird die Behandlung mehr analytisch. Hier findet sich 
auch der Lehrsatz, welchen Newton als die Grundlage 
der allgemeinen Fluxionsmethode bezeichnet und welcher 
den Difierentialquotienten einer Function analytisch finden 
lehrt. Der Satz lautet: | 


„Das Moment einer Genita erhält man, indem man 
‘ das Moment jeder einzelnen erzeugenden Grösse mit ihren 
Exponenten und Coefficienten multiplicirt und die entstan- 
deuen Producte addirt.“ 


„Genita“ nennt hier Newton eine jede Grösse, die 
durch irgend welche mathematische Operationen, mit Aus- 
nahme der Addition und Substraction erzeugt wird, also 
Producte, Quotienten, Potenzen etc., er denkt sich eine 
solche Genita im beständigen Fluss zu- oder abnehmend, 
die Geschwindigkeit des Zu- oder Abnehmens ist dann das 
Moment einer solchen Grösse, wird also während eines 
unendlichen Zeittheilchens, welches für alle Grössen als 
gleich) angenommen wird, durch die erfolgte Zu- oder Ab- 
nahme selber ausgedrückt werden können, der Coefficient 
eines erzeugenden Gliedes endlich ist der Quotient, welchen 
man erhält, wenn man die Grösse durch dieses Glied dividirt. 


In der Grösse ab z. B. ist der Coeffieient von b, a, 
in x® ist 3 Exponent, x? der Coefficient von x, bezeichnet 
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also & das Moment von x, so wird das Moment der Genita 
3 tl sein. 

Newton beweist diesen Satz zuerst von Producten, das 
Moment von AB soll also Ab-+- Ba sein, wenn a und b 
die Momente von A und B sind. Der Beweis beruht auf 
der Vorstellung, dass in einem Zeittheilchen, in dessen Mitte 
die in Rede stehenden Grössen genau die Werthe A und B 
haben, die Zunahme gleichförmig vor sich geht. Am Anfange 
eines solchen Zeittheilchens wird die Genita also den Werth 


(A—%a) (B—%b) 
und am Ende desselben den Werth 
(A+%a) (B+%b) 
haben. Die Differenz 
Ab+BA 


stellt das Moment des Productes vor. Von Producten ist 
der Beweis dann leicht auf Potenzen, Wurzeln etc. auszu- 
dehnen. 

Mit Hülfe dieses Satzes sucht Newton z. B. die Be- 
ziehung zwischen Zeit und Geschwindigkeit auszudrücken, 
welche bei der Bewegung eines Körpers in einem wider- 
stehenden Mittel unter der Voraussetzung eines der Summe 
aus der Geschwindigkeit und ihrem Quadrate proportionalen 
Wiederstandes stattfindet. Die Zeit sei dargestellt durch 

die gleichförmig wachsende 
hyperbolische Fläche ABDE, 
alsdann ist DdEe das con- 


R stante sehr kleine Zeitinkre- 

Ee L_ ment, also Dd indirect pro- 

| Ri | | | portional D E und direct 
BB CN on aD En. iproportional..01D.. „Nimmt 


man nun zwischen O und A einen Punkt G an, so ist nach 
dem eben bewiesenen Satze das Inkrement von 


1i#0e Did 
GD.T @D? 
also proportional 
CD et CG 
BD Dun un GD®# 


Da nun der Widerstand proportional 
B 
AyApa Tat v2) 


sein soll, so wird auch das Inkrement der Geschwindigkeit 
dieser Grösse proportional sein; wegen der analogen De- 
kremente kann man also die Geschwindigkeit durch 


1 
GD 


darstellen, wenn die gleichförmig wachsende hyperbolische 
Fläche die Zeit ausdrückt. Der Punkt G wird bestimmt 
durch Festsetzung einer gewissen Geschwindigkeit zur ge- 
gebenen Zeit. Wird dann weiter die Geschwindigkeit durch 
den reciproken Werth von G D ausgedrückt, so kann man 
auf ähnliche Weise den beschriebenen Weg einer hyper- 
bolischen Fläche DERL proportional ermitteln. | 

Man sieht aus diesem Beispiel, dass der analytische 
Fortschritt in der Behandlung der Aufgabe nur darin be- 
steht, dass das Moment von A 


En 
GD 
nach dem obigen Satze gleich dem Moment von G D divi- 


dirt durch & D? angenommen wird. | 
Im Uebrigen greift Newton auch hier zu geometrischen 
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Betrachtungen und Repräsentationen, um die Abhängigkeits- 
verhältnisse der Grössen darzustellen. 

Stellen wir nun zum Schluss das Charakteristische der 
Newton’schen Principien der heutigen mathematischen 
Physik gegenüber, so ist zunächst einzuräumen, dass in 
Bezug auf die ‘Begriffe, welche der theoretischen Natur- 
erklärung zu Grunde liegen, der Gesichtskreis Newton’s 
nicht wesentlich erweitert ist. Noch heute operirt die 
mathematische Physik mit dem Begriff der beschleunigen- 
den Kraft als der einfachsten Bewegungsursache und dem 
Begriff eines anziehenden oder abstossenden Oentrums als 
der einfachsten Kraftursache. 

Als ein neues, in allen Naturvorgängen herrschendes 
Grundgesetz ist jedoch der Satz von Erhaltung der Kraft 
hinzugekommen. 

Die mathematische Behandlung ist dagegen bedeutend 
vervollkommnet worden und zwar erstens durch die analy- 
tische Ausführung der Gedanken des Infinitesimalkalküls, 
welche Newton zuerst eine theoretische Behandlung der 
Physik möglich machten und zweitens durch die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen. Bei Newton ist die 
Zeit die einzige unabhängige Variabele, in Bezug auf welche 
der Uebergang von dem Unendlichkleinen zum Endlichen 
gemacht wird; als Function der Zeit müssen, soll das Problem 
vollständig gelöst sein, alle übrigen Grössen ausgedrückt 
werden. 

"Wollte man von diesem allgemeinsten Gesichtspunkte 
aus die ganze Physik behandeln und auf diese Weise die 
Bewegung z. B. der Moleküle der Flüssigkeiten und der 
elastischen Körper zu bestimmen suchen, so wäre es zuerst 
nöthig, über die Art der Vertheilung der Moleküle und das 
Gesetz der von ihnen ausgehenden Anziehungs- oder Ab- 
stossungskräfte, in denen das Wesen des Systems besteht, 
bestimmte Annahmen zu machen. Dazu hat sich bis jetzt 
aber kaum eine Möglichkeit gezeigt. 

Man hat daher gewissermassen dies zu weit gesteckte 
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Ziel aufgegeben und sich begnügt, irgend einen von Ort und 
Zeit abhängigen Zustand, wie die Temperatur bei der Wärme, 
die Geschwindigkeit bei den Flüssigkeiten, ins Auge zu : 
und, indem man zwei an Ort und Zeit benachbarte ziseande 
re das Elementargesetz der Aenderung derselben 
mathematisch auszudrücken. Diese Operation führte dann 
auf partielle Differentialgleichungen, deren Integration die 


gesuchte Grösse als Function der Coordinaten und der Zeit 


bestimmte. 

Vermittelst dieser Methode, welche durch die Arbeiten 
Fouriers über die Warteströlungen vorzüglich begründet 
wurde, ist der mathematischen Spekulation in Bezug auf die 
Physik ein neues Feld eröffnet worden, ausser der Bewegung 
der Wärme. und der Flüssigkeiten Vikden in dieser Weise 
die Elasticität der festen Körper, die Strömungen des Magne- 
tismus und der Electricität behandelt; ja selbst für die 


Theorie der Gravitation, welche habptkächlih den Inhalt 
des Newton’schen W res ausmacht, wird es unumgäng- 


lich nöthig, sobald die Masse der Filme nicht mehr 


in einem Punkt vereinigt gedacht, sondern auch die Gestalt 


derselben in Rechnung gezogen wird, eine partielle Diffe- a 


rentialgleichung abzuleiten, welche das Gesetz ausspricht, 
nach dem sich die Grösse ya Schwerkraft von Ort zu Ort. 
verändert, welches die Vertheilung der anziehenden Massen 
auch sein möge. se: u 
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